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2 $L^{2}$ $\mathbb{Z}^{2}$ . 1
, $E^{2}$ . $e\in E^{2}$ ,
$t(e)$ . $L^{2}$
$e_{1}arrow\cdotsarrow e\ell$ $\pi$ travel time $T( \pi)=\sum_{i=1}^{\ell}t(e_{i})$ . 2
$x,$ $y$ first-passage time
$T(x, y)$ $:= \inf${ $T(\pi)$ : $\pi$ $x$ $y$ }
.
$\mathbb{Z}^{2}$ , $0$ ,





, $L^{2}$ $z\in \mathbb{Z}^{2}$ $t(z)$ (
).
.
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1.2
$n$ $1/n$ $narrow\infty$ . $\tilde{W}(n)$
$\mathbb{R}^{2}$ , : $x\in \mathbb{R}^{2}$
$T(O, x)$ ( ) $x$
$\mathcal{W}(n)$ $:=\{x\in \mathbb{R}^{2} : T(O, x)\leq n\}$ . $\tilde{W}(n)$
1 , $\mathcal{W}(n)$
$\frac{1}{n}\mathcal{W}(n)arrow \mathcal{W}$ $(narrow\infty)$








$0$ , $\mathbb{Z}^{2}$ $\bullet$ , $0$ . $n$ $\bullet$
$\circ$ , , $n+1$ $\{$






OO $O$ $\bullet$ $O$











Richardson [7] . $\bullet$ , 1 [ $\bullet$
. , $\mathbb{R}^{2}$ $\varphi_{P}$
: $\varphi_{p}$ $C_{p}$ $:=\{x\in \mathbb{R}^{2} : \varphi_{p}(x)\leq 1\}$ . $\epsilon>0$
$(1- \epsilon)C_{p}\subset\frac{1}{n}$ ( $n$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ )\subset $($ 1+ $\epsilon)C_{p}$
70
$narrow\infty$ 1 .
$C_{p}$ . $p=1$ , : $C_{1}=\{(x_{1}, x_{2})\in \mathbb{R}^{2}$ :
$|x_{1}|+|x_{2}|\leq 1\}$ . , $c_{0}$ 1 . Richardson , $P\searrow 0$ $C_{p}$
. $P$ $C_{p}$
, $C_{p}$ $P$ , $P$
$C_{p}$ ( ) .
$C_{p}$ , Durrett-Liggett [1] Richardson
.
2.2 Richardson
$z\neq 0$ $\bullet$ , $k$ $z$ $\bullet$
$(1-p)^{k-1}p$ . , $\{t(z):z\in \mathbb{Z}^{2}\}$ $P\{t(z)=k\}=(1-p)^{k-1}p$ $(k=1,2, \ldots)$
,
$T(0,z)$ $:= \inf\{\sum_{i=1}^{\ell}t(z_{i})$ : $\pi\#h\Re 0arrow z_{1}arrow\cdotsarrow z_{\ell}=z\}$ $(z\neq 0)$ ,
$T(0,0)$ $:=0$
. , ( $n$ $\bullet$ ) $=\{z\in \mathbb{Z}^{2} : T(O, z)\leq n\}$
. Richardson ( )
. $C_{p}$ $P$
([1] ). , Richardson
.
2.3 Richardson
$n$ $n$ $\bullet$ : $0\leq x\leq n$
$\xi_{n}(x)=\{\begin{array}{ll}1 (\text{ }|J n \text{ } (x, n-x)=\bullet),0 (\text{ } n \text{ } (x, n-x)\neq\bullet)\end{array}$
, $x\not\in[0, n]$ $\xi_{n}(x)=0$ , $\{\xi_{n}(x) : x\in \mathbb{Z}^{1}\}_{n\geq}0$
Markov .









( $n$ $\bullet$ ) $\supset\{(x, n-x)\in \mathbb{Z}^{2} : \xi_{n}(x)=1\}$
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, $p>p_{c}^{arrow}$ $:= \inf${$p$ : $n$ $\xi_{n}\not\equiv 0$ } $(>1/2)$
$C_{p}\cap\{(x_{1}, x_{2})\in \mathbb{R}^{2} : x_{1}+x_{2}=1\}\neq\emptyset$.
Durrett-Liggett [1] : $p>p_{c}arrow$ $\varphi_{p}((1/2,1/2))=1$ ( $(1/2, 1/2)\in$
$C_{p})$ , $\partial$ $\{(x_{1}, x_{2})\in \mathbb{R}^{2} : x_{1}+x_{2}=1\}$ $\geq 2\sqrt{2}(p^{arrow}-p_{C})$ . ,
$p\leq p_{c}^{arrow}$ .
2.4 Richardson
Durrett-Liggett [1] , $C_{p}$
. $0$ . $n$ $z$ ,
$n+1$ 1 $z$ , 4
$p$ . ,
( $n$ )\supset ( $n$ $\bullet$ )
2 . [1]
: $p<1$ , $C_{p}\subsetneq C_{1}$ . , $p<p_{c}arrow$ $C_{p}\subset\{(x_{1},x_{2})\in \mathbb{R}^{2} ; |x_{1}|+|x_{2}|<1\}$ .
3
. Richardson
, $0$ . , $\mathcal{W}(n)$ $n$
. , $t(e)=0$ $e$ open
, closed . $t(e)$ $F$ ,
$F(O)=P${ $e$ open} . $F(O)$
, open $\mathcal{W}(n)$ .
3.1 Time constants
$u$ ,
$T(O, (n+m)u)\leq T(O, nu)+T(nu, (n+m)u)$
: . ($t(e)$
) {ET $(O,$ $nu)$ }
ET$(0, (n+m)u)\leq ET(0,nu)+ET(0,mu)$
. $u\in \mathbb{R}^{2}$ ,
$\mu(u)$ $:= \lim_{narrow\infty}\frac{E[T(0,nu)]}{n}(=\inf_{n\geq 1}\frac{E[T(0,nu)]}{n})$ .





$u$ $n$ $\sim n\mu(u)$ , $1/\mu(u)$ $u$ ‘asymptotic
speed‘( 1 ) . $n$ $\mathcal{W}(n)=$
$\{x\in \mathbb{R}^{2} : T(O, x)\leq n\}$ , 1 , $narrow\infty$
$\frac{1}{n}\mathcal{W}(n)arrow \mathcal{W}:=\{x\in \mathbb{R}^{2}$ : $|| x||_{2}\leq\mu(\frac{x}{||x||_{2}})^{-1}\}$ .
$\mathcal{W}$ , $\mathbb{R}^{2}$ $\varphi_{F}(x)$ $:=||x||_{2}\cdot\mu(x/||x||_{2})$ : $\mathcal{W}=$
$\{x\in \mathbb{R}^{2} : \varphi_{F}(x)\leq 1\}$ . , $T(x, y)=T(y,x)$ $\mathcal{W}=-\mathcal{W}$ ,
$T(x, y)\leq T(x, z)+T(z, y)$ $\mathcal{W}$ .
3.3 Subcritical phase-linear growth
$F(O)<p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) $(=1/2)$ , 1 , open
. , $u$ $\mu(u)>0$ , $\mathcal{W}$
. , $\epsilon>0$ , 1 , $n$
$(1- \epsilon)\mathcal{W}\subset\frac{1}{n}\mathcal{W}.(n)\subset(1+\epsilon)\mathcal{W}$ .
$F$ $\mu(u, F)$ , $\mathcal{W}$
. Marchand [6] .
3.4 Supercritical phase and critical case
$F(O)>p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) , 1 open
. , $F(O)=p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) , 1 open
. , $F(O)\geq p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) ,
$u$ $\mu(u)=0$ , $\mathcal{W}=\mathbb{R}^{2}$ : $R>0$ ,
1 , $n$
$\{x\in \mathbb{R}^{2} ; ||x||_{2}\leq R\}\subset\frac{1}{n}\mathcal{W}(n)$.
4
4.1 Minimal route length
$T(\pi)=T(x, y)$ $x$ $y$ $\pi$ route . minimal route
length (hopcount ) , $T(x,y)$ (
) $N(x,y)$ . $F(O)=p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) , 1
$narrow\infty$ $N(0, (n, O))=O(n)$ , $N(O, (n, O))/n$
: $F(0)>p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) $\lambda>1$
, $F(O)<p_{c}$ ( $\mathbb{Z}^{2}$ , bond) [2] .
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4.2
$N$ , $PN$ $Erd\acute{\acute{o}}s-$
R\’enyi . $e$ , 1
$t(e)$ , 1 $N$ route ( 1 )
$H_{N}$ \langle . van der Hofstad-Hooghiemstra-Van Mieghem [9] ,
: $p_{N}$ $Narrow\infty$ $Np_{N}/(\log^{9}N)arrow\infty$ ,
$E[H_{N}]=\log N+\gamma-1+o(1)$ ,
$Var[H_{N}]=\log N+\gamma-\pi^{2}/6+o(1)$ ,
$\gamma\approx 0.5772$ Euler ( $Narrow\infty$ 1
, ). $N$ $H_{N}$
$E[z^{H_{N}}]$ , $E[H_{N}],$ $Var[H_{N}]$
.
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